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Capitolul 1

Probleme recapitulative din
clasa a VI-a

1. Se dau numerele 1, 2, 3, 4, ..., 2019. Si se gdseascd cel mai mare numir
natural m care are urmdtoarea proprietate: daci se vor elimina oricare m numere
dintre cele date, atunci printre cele 2019 — m numere rdmase existd dowud numere
dintre care unul se divide cu celilalt.

Concursul ,Cristian S. Calude”, 2019
2. Ardtati ci:
1-114+2-2143-3!4---42017-2017! < 2018,
unden! =1-2-3-...-n,oricare ar fi numdrul natural nenul n.
Concursul ,,Matematica de drag”, 2018
3. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia
(x+ 1D (y + 2)(z + 3) = zyzt?,
stiind cid z < y.

Gheorghe Boroica, Concursul ,,Grigore C. Moisil”, 2019



4. Cati divizori ai numdrului1-2 -3 - ... - 20 sunt pitrate perfecte?

Concursul ,,Laurentiu Panaitopol”, 2018

5. Andrei si Viad joacid urmitorul joc: din numdirul 20192019 ei scad succesiv
cubul unui numdr natural nenul n, n < 12. Céstigd jucitorul dupid mutarea
ciruia se ajunge la un numdr care este un multiplu al lui 13 si este mai mic decat
123, Dacii tncepe Andrei, demonstrati ci el poate §dsi o strategie care 1i permite
sd cgtige, oricare ar strategia lui Viad.

Cristina Bornea, Concursul ,,Ion Barbu-Dan Barbilian”, 2019
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6. Si se afle numerele naturale de trei cifre Tyz cu vroprietatea cf ———
ﬂ ﬁ Y prop I2 + y2 I 22

este numdr natural.

Etapa nationald, 1986

7. Un numdr de trei cifre are suma cifrelor egalii cu 7. Sif se arate ci daci numirul
se divide cu 7, atunci cifra zecilor este egalii cu cifra unititilor.

Etapa nationald, 1987

8. Sd se determine numdirul natural care satisface simultan urmditoarele conditii:

a) daci il impdrtim la 4, atunci obtinem restul 3;
b) daci il impdrtim la 10, atunci obtinem restul 1;
c) daci 1l impdrtim la 12, atunci obtinem restul 3;

d) suma citurilor celor trei impirtiri de mai inainte este mai mare cu 16 decit o
treime din numdrul dat.

Etapa nationald, 1988

9. Sii se determine numerele naturale abc pentru care suma pitratelor cifrelor
sale sii fie patratul unui numidr prim de forma 3k + 2, unde k € N.

— Etapa nationald, 1989
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10. Fie a, b, c trei numere naturale nenule astfel tncdt a - b < c. Si se arate cif
a+b<ec

L. Coroian, Etapa nationald 1989

. S |
11. Sd se determine x, y € N* astfel tncdt — + ~— = =
r Yy

Etapa nationald, 1990

: " . 5 b
12. Sd se demonstreze cii existd numerele pozitive a, b, ¢ si d pentru care 5 i y =

6a+bsi7a+b—8aoisdsecalculezegaer
6c+d” Te+d P 9ce+d’

Dan Zaharia, Etapa nationals, 1991

13. Fie a un numdr natural prim cu 10, adici (a, 10) = 1. Si se demonstreze
cd existd o infinitate de numere naturale n, astfel tncat ultimele 1992 de cifre ale
numdrului a™ si fie 00 . .. 00 1.

N——
1991 cifre

N. L. Neditd, Etapa nationals, 1992
14. Fien € N* si s, suma tuturor numerelor naturale x astfel incit:
(n—-1?<z<(n+1)2

a) Si se arate cii sy, }este un numdr divizibil cu 6.

b) Sii se determine n astfel incit s, = 1386.
St. Smarandache, Etapa nationald, 1993
15. La o masii circulard sunt asezate sapte persoane. Virsta fiecireia este egalii cu
media aritmeticd a vdrstelor persoanelor aliturate. Si se arate cid suma vérstelor

tuturor persoanelor este multiplu de 7.

R. Bairac, Etapa nationals, 1994
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16. S se arate ci oricare ar fi trei numere naturale impare, existi un numdir natu-
ral impar astfel incat suma patratelor celor patru numere sii fie pitrat perfect.

D. Acu, Etapa nationald, 1995

17. Fie a un numitr natural nenul. Si se demonstreze cif a este piitrat perfect daci
si numai dacd, oricare ar fi b € N*, existil ¢ € N* astfel incdt a + be sil fie pitrat
perfect.

Bogdan Enescu, Etapa nationald, 1997

18. Daci a, b, c sunt numere intregi nenule, a # c si — = T, WO

a a? + b?
c b2 +c

a® + b2 + c2 este numdr natural compus.
St. Smarandache, Etapa nationald, 1999

#

19. Sii se arate cil nu existd numere intregi a si b astfel incat:
a3+ a%-b+a-b? +b>=2001.
Etapa nationald, 2001
20. Sd se calculeze numdrul maxim de elemente care pot fi alese din multimea
{1, 2,3, ..., 2003} astfel incit suma oriciiror douil elemente alese si nu fie di-
vizibilid cu 3.
Etapa nationald, 2003
21. Aratati ciVx,y € N*, suma 222 + 3y? nu poate avea 2019 divizori.

Mihaela Berindeanu

22. Aflati tripletele de numere prime (p, q, ) care verificd relatia 3p* —5q* —4r? =
26.

Lista scurta JBMO, 2014
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23. Fie a, b, c trei numere prime mai mari decit 3, intre ele existind relatia a <
b<csifie N=(b—a)(c—a)(c—0b).

a) Ardtati cit numirul 2020% este un cub perfect.
b) Aritati ci numirul 2N+2 + 3N este compus.

c) Determinati ultimele doud cifre ale numirului 7V.

Mihaela Berindeanu

24. Determinati tripletele de numere naturale (a, b, c) astfel incit suma 3%+3°4-3¢
sd fie un pdtrat perfect.

Olimpiada Nationald Turcia, 2017

25. Studiati care dintre numerele 2011! si 10062°*! este mai mare.

Olimpiada Nationald Banglades, 2011

26. Fieb € N cu proprietatea b > 6. Dacil b reprezintii o bazi de numeratie, aratati
cd numdrul 352y nu poate fi pitrat perfect.

Mihaela Berindeanu

Solutiile problemelor propuse

1. Solutie. Sa ardtdm cd niciun numdar m > 1009 nu are proprietatea
din enuntul problemei. Intr-adevar, dacd m > 1009, atunci, eliminand
numerele de la 1 la m, rimanem cu numerele 1010, 1011, 1012, ..., 2019.

Printre aceste nu existd niciun numdr care si se dividi la altul.

Ardtdm cd m = 1008 are proprietatea cerutd. Vom demonstra ci printre
oricare 1011 numere luate de la 1 la 2019 se vor g&si doud numere dintre
care unul de divide la celdlalt.

Punem in corespondenta fiecdrui numadr (dintre cele 1011) cel mai mare
divizor al siu impar. Numdrul 2*(2n + 1) este pus in corespondentd cu
numdrul 2n + 1. Numere impare mai mici sau egale cu 2019 sunt in total
1010. Prin urmare, la anumite doud numere din cele 1011 le va corespunde
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Capitolul 2

Multimea numerelor reale

2.1 Numere rationale. Numere irationale. Calcule cu

yé

radicali ;

Probleme rezolvate

1. Fie numerele rationale pozitive a1, ay, . .., az018 astfel incdt suma lor este 1 si

ap _ag _ _ agouy _ 1
az  asg aso1s 3
32018 _ |

a) Aritatici 1 +3+32 4 ...+ 32017 — -

b) GdSltl asp18-
Etapa locald, Bacdu, 2019

Solutie. a) Avem S'=1+3+32+...+3%0175i35 =34+32 ...+
+32017 4 32018, Prin scddere, obtinem ci 25 = 32018 _ 1, de unde va rezulta

32018 ol
cdS=———
2
] 1 e . a» 1 o S
b) Din — = 3 rezultd cd as = 3a;. Din g rezultd cd a3 = 3asy,
ag as b
adicd vom avea ag = 3%a;. Analog se obtine ca a: = 3%a;, a5 = 3%ay, ...,

201
ago1s = 32917q;.

Stim cd a; +ag +as+ - - -+ age1s = 1. De aici deducem ci a; + 3a1 + 3%a;+

M7 32018_1
4+ 4307 =1 a1 (1+3+32+.--+3%07) =1 .
2

32018 _ 1’

= i

iar de aici va rezulta ci a1 =

25



9 9 . 32017

— 92017, __ 9017 | i
2018 =321 a1 =3 32018 _ 1~ 32018 _7

2. Aratati cif numdrul \/(1+2+3+ - +n)2 + (n+ 1)3 este rational, pen-
tru orice n numdr natural. :

Etapa locald, Briila, 2019

Solutie. \/(1+2+3+---+n)2+(n+1)3:\/M+(n+l)3:

\/(n+1)2 <%2+n+1> — (n+1)“n2+in+4 = (n+1)2(n+2),care

este un numar rational, pentru orice n numér natural.

3. Fie z, y numere reale astfel incit x4y, x+y° si z+y5 sunt numere rationale.
Aridtati cd x 5i y sunt numere rationale.

Mihaela Berindeanu, G.M. 4/2018

Solufie. Pentruy = —1, avem ci = — 1 este numir rational, de unde
deducem ci z este rational.

Pentru y = 0, avem cd z + 0 = z este rational.

Pentruy = 1, avem ci z + 1 este numar rational, de unde rezulti cj x este
numadr rational.

Sd presupunem mai departe ciy ¢ {1, 0, 1}.

Din z + y si z + y* numere rationale rezultd ci z + 13 — 2z — y = 43 —

5_ .3
y este numdr rational. Analog, y° — ? este rational. Atunci 2 . Wiog
Yy -y
% = y? = q este rational.
y(y? —1)

Avem z +y° = 2 + ¢*y si z + y* = = + qy numere rationale. Prin sciderea
relatiilor obfinem ci ¢*y — qy = y(¢® — ) este numdr rational. Cum ¢2 — q
este numar rational nenul, deducem imediat c& y este numar rational.

Din y si z + y numere rationale va rezulta ci = este numir rational.

4. Demonstrati ci a = /20182020 4 90202018 1~ 2010 este irational.

Etapa locald, Constanta, 2019
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Solutie. 20182020 4 20202018 4 2019 = (M3 — 1)20%0 4 (M3 +1)2018 4 pfy =
Mz + 1+ Mz + 1+ Mg = M3 + 2. Cum un numir de forma M5 + 2 nu
poate fi patrat perfect, deducem ci a = /M3 +2 € R\ Q.

5. Determinati cifrele a si b astfel incat Vb7b = ab.

Etapa locald, Dolj, 2019

Solutie. Deoarece patratul numarului ab se termind cu cifra b, trebuie si
incercdm pentru b doar valorile 1, 5, 6. Cum 171 si 576 nu sunt pétrate
perfecte, obtinem doar solutia a = 2, b = 6.

6. Fie numdrul a = 123456789101112. ..2019 obtinut prin aliturarea cifrelor
numerelor 1,2, 3, ..., 2019. Determinati cea de-a patra cifrii a numdirului \/a.

Etapa locald, Mures, 2019

Solutie. Numarulaare9+2-90+3-900+ 4 - 1020 = 6969 de cifre, adica
un numdr impar de cifre. Aplicand algoritmul de extragere a rddacinii
pétrate, obtinem ca:

g = 123 4BIEIT = 1Y

de unde rezultd cd a patra cifrd a numarului 1/a este egald cu 1.

/
7. Se considerd numirul A = \/a, b(ed) + b, c(da) + ¢, d(ab) + d, a(bc), unde
a, b, ¢, d sunt cifre nenule diferite.
a) Demonstratici1 <0,3-A < V3.

b) Caite numere abed sunt daci A € Q?

e 1 abed — ab 990a + 996 + 10c + d

Lmtle. 99a())b a,;écd) i o 990c + 904+ 10a + b KT
Byolda) = 0 T et A T8 oy 99; e W
990d + 994 + 106+ ¢

/-
i .Atunci A = \/a, b(cd) + b.c(da) + c, d(ab) + d, a(bc)
\/1100(a—|—b—|—c+d) B \/10(a+b+c+d _ V10(a+b+c+d)
990 r 9 i 3 '
Cum a, b, ¢, d sunt cifre nenule diferite, avem ca:

1+2+3+4=10<a+b+c+d<9+-83+7+6=30.
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Atunci . Inmultind aceste

Vv10-10 sl v/10-30 5 10 10v/3
3 . 3
relatii cu 0, 3, obtinemcid1<0,3- 4 < +/3.
4/10 b d
b) Cum A = (a+3+c+ )e@,deducemcéa+b+c+d:10k2,

unde k € N*. Pe de alt3 parte, 10 < a+ b+ ¢+ d < 30. Atunci va rezulta
cd 10 < 10k? < 30. Asadar, 1 < k2 < 3. De aici obtinem k = 1, iar de
aici rezultd cd ¢ + b+ ¢+ d = 10. Cum q, b, c,d e {1, 2, 3,4} sunt cifre
distincte, deducem ci existdi 4 - 3- 2 - 1 = 24 de numere abed pentru care
AeqQ.

w
l
w

8. Fie a si b doud numere naturale nenule. Aritati cil \/a+ /b este rational dacd
si numai daci a si b sunt piitrate perfecte.

—

Solutie. Stim cd a, b € N* sunt pétrate perfecte. Atunci existi k,
¢ € N*, astfel incat a = k? 5i b = ¢2. De aici rezulta c& /a+vb = k+£ € Q.

Stim cd a, b € N* si /a + vb € Q. Trebuie s3 ardtim ci si b sunt
patrate perfecte.

Vva+vb=2ze Q" Atuncivb = z — v/a. Prin ridicare la patrat, obtinem
b=a?+a—22/a,adici \/a = zz—;g_—b € Q, ceea ce conduce, in conditiile
problemei, la faptul c a este pitrat perfect. Analog, b este patrat perfect.

ac 1 ab

b 1 ) )
9, Fie a, b, ¢.c R, astfel incit x g S R si — = 1. Aritati ci
(&

(¢
V'7a? + 8b% — ¢2 este numitr natural prim.

Mihaela Balts, Etapa local, Briila, 2018

b I 1
Solutie. Din e " % =
a
¢ = ab. Prin inmultirea acestor trei relatii, avem abe = 15(abe)?. Cum a, b,

b
si 2 — 1 rezulti cia = 3bc, b = bac si
é

.
c € R*, deducem c8 abc = 5

1
a=3bc <> a? = 3abc +— aQ:g.
) 9 1
b=>5ac <= b® =5abc = b :g.
1
c=ab < % =qabc +— 02:1_:,"
5

Obtinem ci v/7a2 + 82 — ¢2 =

natural prim.

ol 3

_|_§ i— o = 2, care este numar
3 15 Y it
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10. Calculati suma

1 L 1
— + =l s LI ’
1+vVE+1 VE+I1+V2%+1 Vnk+1++vnk+k+1

unde k si n sunt numere naturale, k # 0.

Solutie. Dupa rationalizarea tuturor fractiilor care apar in suma, avem:
1

B - [(VE+T-1) 4+ (V2k+1—-vVE+1)+---+

vnk+k+1-1
. :

+(Vnk+k+1—-+vnk+1)] =

o 207 =ik 3
11. Determinati numerele naturale n pentru care numidirul \/ TS este ra-
tional.

S
-

Etapa nationala

: 20° —18¢ X
Solutie. Pentrun = 0, avem cd e 0€Q.
) y 20" —18* e g
Sd presupunem acum cd n > 1. Cum T trebuie sd fie numar

rational, rezultd cd existd z € N* astfel Incat 20" — 18" = 19z2, adici
2"(10" — 9™) = 1922, unde = € N*.

n = 2m, m € N*, avem 22™(10%™ — 9?™) = 1922, 2 € N*. Atunci z = 2™y,

cu y impar.

10%m — 92m = 19y% <= (10™ — 9™)(10™ + 9™) = 19y?, cu y impar. Pe de
alta parte, (10™ — 9™, 10™ +9™) = 1.

Cazul 1. Existd numerele naturale impare a, b, cu (a, b) = 1,a-b = y,
10™ 4 9™ = 1902 si 10™ — 9™ = b2,

0" =9" 42 =My +1+My+1=M+2 = m=1b=1a=1,
y=1,2=2 n= 2

Cazul 2. Existd numerele naturale impare a, b, cu (a,b) = 1,a-b = y,
10™ + 9™ = a2 5i 10™ — 9™ = 1962,

10m =9" +190? = Mg+ 1+ 19(Mg +1) = Mg +4 — m=2,b=1,
a? = 181, imposibil.

Prin urmare, n = 0saun = 2.
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