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Capitolul 1

Probleme recapitulative din
clasa a VI-a

1,. Se dau numerele 7, 2, 3, 4, . . . , 2019. Sd se gdseascd cel nai fltfre ffiurfu
natural m cari are urmdtoarea proprietate: dacd se oor elimina oriffirc tnfinflere
dintre cele date, atunci printre cele 2019 * nx nltmere rdmase existd doudnumene

dintre care unul se diaide cu celdlalt.

Concursul ,,Cristian S. Calude", 20L9

2. Ardtali cd:

1. 1! + 2. 2t +3. 3! +'.. +2017 .20771 < 2018!,

unde n! : I . 2' 3 . . . . . n, oricare ar fi numdrul natural nenul n.

Concursul,,Matematica de drag", 2018

3. Rezolaali tn mullimea numerelor naturale ecuatin

(r + 1)(y + 2)(z+ 3) : rszt3,

gtiindcdzly.

Gheorghe Boroica, Concursul,,Grigore C. Moisil', 2019



Concursul ,,Laurentiu Panaitopol" , Z01B

5. Andrei gi vlad joacd urmdtorul joc: din numdrul 20rg2ors ei scad succesia

cubul unui numdr natural nenul n, n I 12. Chqtigd jucdtorul dupd mutarea
cdruin se ajunge In un numdr csre este un multiplu aI lui rB si este mai mic decat

123, Dacd tncepe Andrei, demonstrali cd el poate gdsi o strategie care ti permite
sd cAqilge, oricare ar strategialuiVlad.

Cristina Bornea, Concursul,,Ion Barbu-Dan Barbili an", 2019

6. Sd se afle numerele naturale de trei cifre ryz cu proprietatea cA ;qff_, zz
este numdr natural.

Etapa nafionald, 1986

7 . un numdr de trei cifre nre stnna cifrelor egald cu 7 . sd se arate cd dacd numdrul
se diaide cu7, ntunci cifra zecilor este egnld cu cifra unitdlilor.

Etapa nafionald,1987

8. Sd se determine numdrul nnturnl care satisface simultan urmdtoarele conditii:

a) dacd il tmpdrlim Ia 4, atunci oblinem restul 3;

b) dacd tI ?mpdrfim Ia L0, atunci oblinem restul l;

c) dacd tI tmpdrlim la 12, atunci oblinem restul 3;

d) suma caturilor celor trei tmpdrliri de mai tnainte este mni mare cu 16 deckt o

treime din numdrul dat.

Etapa nafionalS, 1988

9. Sd se determine numerele naturale abc pentru care sumn pdtratelor cifrelor
sale sd fie pdtratul unui numdr prim de forma 3k -l 2, unde k e N.

10

Etapa nafionald, 1989
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R. Bairac, Etapa naltonaId,l994

L0. Fie a,, b, c trei numere naturale nenule astfel tnckt a'. b < c. Sd se arate cd

alblc.

L Coroiary Etapa na,tionald 1989

17, Sdsedeterminer,E € N* astfeltnchtl * 1:1.uJra3'

Etapa nafionald,1990

.,w 7 ., \a*b12. Sd se demonstreze cd existd numerele pozitiae a, b, c qi d pentrlt care =-------- 
:

6a-tb .Ta*b ga*b Sc*d

6" + drt 7c + d 
: 8' apor sd se calculeze 

n. t, d'

D an Zahafi a, Etap anaFonald, 199 1

13. Fie a un numdr natural prim cu 70, adicd (o, 10) : L- Sd se ilenwrdtezz
cd existd o infinitote de numere naturale n, astfel tncht ultimele LWz ite cifie nb
numdrului a^ sdfie 00 . . .00.1.

199I cifte

N. I. Nedifd, Etapa na,tiona\6, 1992

14. Fien € N* gi s, suma tuturor numerelor naturale r astfel tncht:

. \ ("-7)'(r<(n+l)z
\

a) Sd se arate cd sn\este un numdr dioizibil cu 6.

b) Sd se determine n astfeltncht sn: 1386.

$t. Smarandache, Etapa nafionald, L993

15. La o masd circulard sunt agezate gapte persoane. VArstu fiecdlreia este egald cu

media aritmeticd a adrstelor persoanelor sldturate. Sd se arate cd suma oArstelor

tuturor persoanelor este multiplu de 7.



16. sd se arnte cd oicare ar fi trei numere naturale impare, existd un numdr natu-
ral impar astfel tucil zuma pdtratelor celor patru numere sd fie pdtrat perfect.

17. Fie a un numdr natural nenul.

gi numai dacd, oricare arf b e N*

perfect.

D. Acu, Etapa nafionald, 1995

Sd se demonstreze cd a este pdtrnt perfect dacd

, existd c € N* astfel lnckt a I bc sd fie pdtrat

Bogdan Enescu, Etapa na,tionald, \997

18. Dacd a, b, c sunt numere intregi nenule, a / ,. qi ; ## atunci

a2 + b2 + c2 este numdr natural clmpus.

$t. Smarandache, Etapa nVlionald, 1999

,/
19. Sd se arate cd nu existd numere tntregi a qi b astfel tncLL

o3 + o2 - b + a. b2 +b3 : 2oot.

Etapa nafionald, 2001

20. Sd se calculeze numdrul maxim de elemente care pot fi alese din mullimea

{I, 2, 3, . . . , 2003} astfel tnckt suma oricdror doud elemente alese sd nu fie di-
aizibild cu 3.

Etapa nafionald,2003

21. Arata[i cd Yr, y e l{*, suma 2r2 + 3y2 nu poate aaes 2019 diaizori.

Mihaela Berindeanu

22. Afla[i tripletele de numere prime (p , q, r) care aeriJicd rela[ia Bp4 - SqA - 4r2 :
26.

72

Lista scurtd JBMO, 2014
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Etapa nafionald, 2003

tuw2019 diaizori.

Mhaela Berindeanu
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Iifrscurtii JBMO,2014
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23. Fie a,b,c trei numere prime mai mari ilecftt 3, tntre ele exisffind rela[ia a <
b<cqifie ru: (b -a)(c-a)(c-b).
a) Ardtali cd numdrul2020N este un cub pefect.

b) Ardta[i cd numdrul2N+2 a 3N este compus.

c) Determina[i ultimele doud cifre ale numirului TN .

Mihaeia Berindeanu

24. Determina{i tripletele de numere naturale (a, b, c) astfel tncht suma J" +zb +J"
sd fie un pdtrat perfect.

Olimpiada Nalionald T''trcia, 2017

25. Studia[i care dintre numerele 20111 qi lgg6zotr este mai mare.

Olimpiada Nalionald Bangladeg, 1011
\

26. Fie b e Ncu proprietateab ) 6. Dacdbreprezintdobazddenumera[ie, araihli
cd numdrul 352p1 nu poate t'i pdtrrtt perfect.

Mihaela Berindeanu

Solufiile problemelor propuse

L. Solufie. Sd ardtdm cd niciun numdr m > 1009 nu are proprietatea
din enunful problemei. intr-adevdr, dacd m ) 1009, atunci, elimindnd
numerele de la 1 la m, rdmdnem cu numerele 1010, 1011, !0I2, . . . ,20L9.
Printre aceste nu existd niciun num5.r care sd se dividX la altul.

Ardtdm cd m : 1008 are proprietatea cerutd. Vom demonstra cd printre
oricare 1011 numere luate de la 1 la 2019 se vor gdsi doud numere dintre
care unul de divide la celdlalt.

Punem in corespondenfd fiecdrui numdr (dintre cele 1011) cel mai mare
divrzor al sdu impar. Numdrul 2k(2n + 1) este pus in corespondenfd cu
numdrul 2n * 7. Numere impare mai mici sau egale cu 2019 sunt in total
1010. Prin urmare, la anumite doud numere din cele 1011Ie va corespunde
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Capitolul 2

Mulfimea numerelor reale

2.1 Numere rafionale. Numere irafjonale. Calcule cu

radicali /

Probleme rez-<itvate

L. Fie numerele ralionale pozitive &r, a2, . . . , a2ot8 astfel tncfu sumalor este I qi

at _ a2: ... : azov _ !.
o,2 aB o,20I8 3

02018 _ 1
a) Ardtaticdl*3+32+...+ g2oL7 -
b) Gdsiti azo6.

Etapa locald, Bacdu, 20\9

Solufie. a) Avem,S': 1 + 3 + 32 + . . . + 32017 
"i 

3,9 : 3 + 32 + . . . +
132017 + 32018. Prin scddere, oblinem c62S :34n18 - 1, de unde varezulta

c2018 1

cES:d -r.
2

b) Din ot : '" rezultd cd a2 - Bar. Din * : lrezultd Cd, as : Jsr,a2 3 ' t 
4" 3-----_ -

adicd vom avea as : 32ar. Analog se obline cfl.roi: g34r, o,5 : 34e,1, . . . ,
a2o78 : 32017 or,

$tim cd at * az-F as + . . . * azog : 1. De aic ae#fiffid sr * lat I 32 a1y
.. _ "12018 1

+... + 32ot7o, : 1 <+ o1(1f 3+32+...+3m$*4g*-"-, a : t,

iar de aici va rezulta r-' 2 ' ' :
rd al: StdiE= rr.gg,3 '

25



42018 : 32077 ar - 32017
2 2 ' 22017

3r0E _l : 3r01s _l
2. Ardtali cd numdrul este rnlional, pen-
tru orice n numdr natural.

Etapa locald, BrdiIa, 2019

este un numdr ralional, pentru orice rz numdr natural.

3. F ie r, a nttmere reale astfel tnckt r * y, r I y3 gi r * as sunt numere rayioiale.
Ardtali cd r qi y sunt numere ralionale.

Mihaela Berindeanu, G.M. 4/2019

solufie. Pentru u : -1, avem cd r - 1 este numdr rational, de unde
deducem cd z este rational.

Pentru U :0, avem cd r -l 0 : z este rafional.

Pentru a : \, avem cd r * 1 este numdr rafional, de unde rezurtdcd r este
numdr rational.

Sd presupunem mai departe cd y f {-1, 0, 1}.

Din r + y gi r * ys numere ralionale rczultd cd, r * y3 - r * A : aJ -
g este numdr ralional. Analog, y5 - y3 este rafional. Atunci +I :
.,3(,,2 - l\ A3 - A
v\v )-#:a':qesterational.
ata'- L)

Avem r * ys : r I q2y gi r t A3 : r + q1numere rafionale. prin scdderea
relafiilor oblinem cd q2y - qA : a@2 - q) este numdr rafional. Cum q2 - q

este numdr rational nenul, deducem imediat cd g este numdr rafional.

Din g 9i r * y numere ralionale va rezulta cd r este numdr rafional.

4. Demonstrali cd a: ffi este irational.

26

Etapa localS, Constanfa, 2019
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tTFTiF este ralional, pen-

Elrya locaH, Btdila, 2019

,: 
lt@+rY * (n + l)s :

= 
__@J_t)!!2,"u,"

]2
hdrrml^

| fi c +f amt numere ralionale.

e nedruleanu, G -M. 4 / 2018

c# mmfir rafonal, de unde

rl-

rral" de urrde rezultd cd r este

ll-
Ltcic +ys -r-A: A3 -

'-y"e r:etiorr"l Atunci Y' -y3-a

l[Fe rafonale. Prin scS"derea

lenrurirraflonal. Cum q2 - q

tcf, y es:b numdr rafional.

l-&numdr rafional.

F?q[o'"ts hafinnal.

m[r lmt5" Constanfa, 2019

27

Solufie. 20782020 +2020201'8 + 2019 : (Mz - 7)zozo + (Me* 1)z0ts I Ms :
Ms*1* Mz+L-l Ms - Ms * 2. Cumunnumdr de forma Mt*2nu
poate fi pdtrat perfect, deducem cd. a : '/M;1€ R \ Q.

5. Determinali cifrele a qi b astfet lncil lffi :rt.

Etapa locald, D olj, 2019

Solufie. Deoarece pdtratul numdrului ob se termind cu cifra b, trebuie sd

incercdm pentru b doar valorile 1,,5, 6. Cum 171 qi 576 nu sunt pdtrate
perfecte, oblinem doar solulia a : 2, b : 6.

6. Fie numdrul a : 123456789101712 . . .2079 oblinut prin aldturarea cifrelor

numerelor 7,2,3, . . . ,2019. Determinali cea de-apatra cifrd a numdrului 1/a,.

Etapa locald, Mureg, 2019

\'/
Solufie. Numdrul aareg +2.90+3.900 +4'1020:6969 de cifre, adicd
un numdr impar de cifre. AplicAnd algoritmul de extragere a rdddcinii
pdtrate, obginem cd:

J": \n2y4b,GT, *: 1111...,

de unde rezultd cd a patra cifrd a numdrului /a este egald cu 1.

7. Se considerd numdrul ,l, : , una,

a, b, c, d sunt cifre nenule diferite.

a) Demonstrali cd1 ( 0, 3. A < t/3.

b) Ckte numere abcd sunt dacd A e Q?

solufie. a) ;n@ - 
abc!:ab 

- 
9904'+9?l-+10c+d. 

Analog,
990 990

990c+ 99d * 10a * b

990

b,4do) 1- c,d,(ab) * d,,a(bc) :

Jfr@T6+;+6,
r)

Cum a, b, c, d sunt cifre nenule diferite, avem c5:

7 +2 +3*4 : 10 ( a Ib-t c+ d < 9+E+7*6 : 30.

n,c@d- 990b * 99c* 10d * a, c4ab)- 99oc+ 99{_+ 104, + b 
9ia,a(@ :5,c(da): ffi,c,d(ab):

99od + 994 * 1ob * 
", At rrr"i A: ^loh'.990

1100(o +b+c+d) 10(a + b -f c+ d\



 , ./i0.t0 ..,\/Tun ,.-to 1ov6a ,Atuncr 3 <,4 < -;"",adicd f < A < _I,u" inmulgindacesre
relafii cu 0,3, obfinem cd 1 < 0,J . A < ,/3.

b) Cum l:J6GTb+c+a
unde k € N*. pe o",nrro,,,"- I,*;tJil'n"::JHJ*:,":,Y:
cd 10 ( 70k2 < 30. Agadar, I < k2 < 3. De aicioblinem k : T,iarde
aici rezultd cd a * b + c +d : 10. Cum a, b, c, cr e {r, 2,3, 4} suntcifre
distincte, deducem cd existd 4.8 .2 .r : 24 de numere abcd pentru care
-4eQ.

8. Fie a qi b doud numere naturale nenule. Ardtnli cd 1/a + t/6 este ralional dacd
gi numai dacd a si b sunt pdtrate perfecte.

Solufie. F-lStim cd. a, b € N* sunt pdtrate perfecte. O,urr"*\*rrr, *,
/ e N*, astfelincAt a: k2 gib:12. De aici rezultdcd 1/a+rt: k-fl € e.
Fl9tim cd. a, b e N* 9i ,6,+ ,6 e e. Trebuie sd ardtdm cd o si b sunt
pdtrate perfecte.

t6.+rt: tr e Q*. Atunci t/6:* * rt. prinridicarelapdtrat,obfinem
b: 12 t a - 2nyG, adicd y6,: t# € e, ceea ce conduce, in condifiile
problemei, la faptul cd a este pitrat perfect. Analog, b este pdtrat perfect.

9. Fie a, b, c € R*, astfel tncAt 
bl : !.

v/7a, +- + 8F=V este numdr rotrrf,t pri*l

Mihaela Baltd, Etapa locald, BrdiIa,20Ig

Solufie. o*T : I, T: i ut 4 : t rezuttd.cd a : zbc, b : bacsi
c : ab. Prin inmullirea acestor trei relatii, avem abc : lb(abc)2. Cum a, b,

c € IR*, ded.ucem cd ah" - 
l

""-G'
a:3bc aS 0,2 :Sabc gs n,2 :

- 1. Ardtali cd
ac 7 .ab
u: s9';

b:\ac

C: Ab

++ b2 -- babc <:s 6z -

1=4 s2 - qfis <:+ s2 :

1

5

1

r)

1

i
l(i

Oblinem cd ",/1aIl gp -p :
natural prim.

60
:=
15

28

: 2, cate este numdr



. Inmultind aceste

cf,c* bl c* d,:701c2,

[p+l < 30. Atuncivarezulta

hrro*finem k : 7, iar de

ff q d e {1,2,3, 4} sunt cifre

Xllenmrerc obcd pentru care
4..::;

*i',.
* * r/a + rft utu ralional dacd

lht p.*"t". Atunci existS. k,

rftfici ,1"+J6: k*/ € Q.

rtnde sd are*im cd o si b sunt

bnrirlicarc la pitrat, obflnem

; m e conduce, itr condifiile
Ana@, beste pitrat perfect.

c Lab
i : 

E #; : t' Ardtali cd

hilH, Etapa locali, Brdila, 2018

*znltt d. a : Sbc, b : Sac qi

nfom"a" : Ll(abc)2. Cuma,b,

'.''-

;E- "

: t careestenumdr

29

70. Calculali suma

cr- 1 1 1_---
7+\/k+r \/k+7+\/2k+L r/nE+1+!/nk+k+7'1

unde k gi n sunt numere naturale, k + 0.

Solufie. Dupd ralionalizarea tuturor fracfiilor eare apar in sumd, avem:
1-

s : ;lf r/n+t - 1) + (AE$- t/E + 11+...+

+(\/nF+E+t- Jn;4rl:%la. :

71. Determinali numerele naturale n pentru care numirul

lional.

Solufie. Pentru n:0, avem cd

'';

Eftryn

:0 €Q.

Sd presupunem acum cd. n ) 1. Cum ,l'u=@ '
V i9 trebuie sd fie numdr

rafional, rezultd, cd existd z € N* astfel incAt 20n - 18' : L9r2, adicd

2" (10" - 9') : 7912, wrder € N*.

n:2rrt,rn e N*, avem22*(702* -g2*): Lgr2,r e N*. Atuncir:2*a,
cu y impar.

\02* -92* - 7gg2 e (10- - g*)(I0^ + g-) : Iga2,cu g impar. pe de

altd parte, (10- - 9*, 70* * 9-) : 1.

Cazril1. Existd numerele naturale impare a, b, clt (a, b) : 1, a. b : y,

10?2 + 9* :79a2 gi 10- -9* :b2.

I0* : 9* +b2 : MqlT * M++ 1 : M+*2 
- 

rn : 7,b : l,e,: I,
U:L,tr:2,n:2.
CazttL 2. Existd numerele nafurale impare a, b, c1t (a, b) : l, a .b : y,

10?'z + 9^ : a2 gi 10- - 9* : I9b2.

l0*:9^+lgb2:Ma*1+19(M8+1) : Me*4 + rn:2,b:7,
a2 : I87,imposibil.

Prin urmare, n:0 sau.n :2.


